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TEORIA 


DELLE PERPENDICOLARI E DELLE OBLIQUE 



N u I • — Una retta si dice che è perpendicolare , 
od obliqua ad un'altra, secondo che fa con questa 
due angoli adiacenti uguali o disuguali: distinguerò 
quest’altra retta col nome di retta sottoposta , o sem- 
plicemente di sottoposta. 

N° 2- — Segue da questa definizione della perpen- 
dicolare, e dal teorema — gli angoli opposti al ver- 
tice sono uguali , — che : 

Se una retta è perpendicolare ad un' altra, reci- 
procamente quest' altra lo è alla prima. 
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Teorema I. 

N 0 5 . — Per un punto dato [C (fig. 1)] d’uno, 
retta [AB], non si può elevare che una sola per- 
pendicolare [ CD ] a questa retta (*). 

Perchè ogni altra retta CE , condotta pel punto C , 
sarà obliqua ad AB. 

Infatti gli angoli ACE>;ACD, BCD > BCE : ma per 
ipotesi (n° 1 ) ACD = BCD; dunque ACE > ACD, 
ACD > BCE; onde, a più forte ragione, ACE > BCE ; 
e perciò (n°|) CE obliqua ad AB. 


Teorema II. 

N° 4- — Da un punto dato [C (fig. 2)], fuori di 
una retta [AB ] , non si può abbassare che una sola 
perpendicolare [ CD ] a questa retta. 

Perchè ogni altra retta CE, condotta sopra AB dal 
punto C , sarà obliqua ad AB. 

Infatti si prolunghi CD d’una quantità DF = DC; 
si unisca F ed E per la retta FE; e si prolunghi 
questa retta al di là del punto E: il suo prolunga- 
mento EH cadrà nell’ angolo AEC ; poiché se cadesse 
0 sopra la retta EC, 0 dentro l’angolo DEC, — la 

[’) Leggendo la prima volta questo enunciato , con ommeltere le 
indicazioni della figura , comprese fra le parentesi quadre , si ha 
l’enuncialo puro del teorema: quindi si leggerà una seconda volta, 
avvertendo I dati, su cui ragionare, per procedere alla sua dimo- 
strazione. Una simile avvertenza si Taccia In tutti I rasi simili. 
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reità Fli, che ha già un punto comune colla retta 
CF, verrebbe ad avere con questa un secondo punto 
comune, senza confondersi colla stessa; il che è 
impossibile. Sarà così l’ angolo AEC > ÀEH ; e poiché 
T angolo AEH = al suo opposto al vertice DEF , sarà 
AEC>DEF. Or essendo AB pure perpendicolare a CF 
(n°2), — piegando la figura DEF sopra la figura 
DEC, attorno a DE, l’una coprirà l’altra esattamente; 
avendosi, con l’angolo ADF = ADC (n° 2), la retta 
DF = DC ; onde 1’ angolo DEF = DEC : per conse- 
guenza sarà l’angolo AEC > BEC; e perciò (n° 1) CE 
obliqua ad AB. 

N° g. — Corollario 1. — Dei due angoli disuguali 
[ AEC , BEC ] , che fa un’ obliqua [ CE ] colla sottopo- 
sta [AB], quello [BEC] è acuto, che ha V apertura 
rivolta verso la perpendicolare [CD]. 

Poiché avendosi BEC < AEC (n° 4), ed essendo la 
somma AEC -f- BEC = 2 retti, sarà dunque BEC 
< aec j bec , < | retto, ossia un angolo acuto* 

N° 6- — Corollario II. — La perpendicolare ab- 
bassata sopra una retta, da un punto di un'obliqua 
a questa, cade sempre dalla parte dell’angolo acuto 
dell’ obliqua colla sottoposta. 

Poiché (non potendo prendere la direzione del- 
l’obliqua) se cadesse dalla parte dell’angolo ottuso, — 
l’angolo dell’obliqua colla sottoposta, che ha l’aper- 
tura rivolta verso la perpendicolare, sarebbe ottuso; 
il che è impossibile (n° 5). 
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N° 7. — Corollario III. — Due rette perpendico- 
lari a una terza non possono mai incontrarsi, a 
qualunque distanza ambedue si immaginino pro- 
lungate. 

Poiché se si incontrassero in un punto comu- 
ne , — si avrebbero da quel punto condotte due per- 
pendicolari alla stessa retta; il che è impossibile 

(n.° 4 ). 


Teorema Ili. 

N° 8- — Due oblique [CE, CF ( fig . 5)] ugual- 
mente distanti dalla perpendicolare [CD], da un 
punto [ C ] della quale si partono , — sono uguali 
in lunghezza , ugualmente inclinate alla perpendi- 
colare [CD], ed ugualmente inclinate alla sotto- 
posta [ AB ]. 

Si pieghi la figura CDE sulla figura CDF, attorno 
a CD : coprirà l’ una esattamente l’ altra ; avendosi 
per ipotesi l’ angolo ÀDC = BDC , e la distanza 
DE = DF; onde sarà CE = CF, l’angolo DCE — DCF, 
e l’angolo CED = CFD. 

N° 9. — Scolio. — Se coll’ angolo ADC = BDC , 
fosse dato invece 1’ angolo DCE = DCF , — le due 
figure CDE, CDF, piegate l’una sull’ altra, come in- 
nanzi , si copriranno pure ; onde si avrà DE = DF , 
CE = CF, e l’angolo CED = CFD. 

Si dirà pertanto: 
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Due oblique ugualmente inclinate alla perpen- 
dicolare , — sono da questa ugualmente distanti , 
uguali in lunghezza, ed ugualmente inclinale alla 
sottoposta. 

Teorema IV. 

N° 10- — Se da un punto [C (fig. 4)] fuori di 
una retta [ AB ] , sian condotte a questa una perpen- 
dicolare [ CD ] , ed un ’ obliqua [ CE ] , — la prima 
sarà sempre minore della seconda. 

Dal punto 6, mezzo della distanza DE dei piedi 
della perpendicolare CD e dell’obliqua CE, si elevi 
sopra. AB una perpendicolare indefinita: andrà que- 
sta a tagliare l’obliqua CE in qualche punto H; non 
v’ essendo altra strada (n° 7) per uscir fuori dello 
spazio chiuso DEC: si unisca il punto U al punto D. 
Sarà CD < CH 4- IID; or (n° 8) HD = HE ; dunque 
sarà CD < CII -4- HE , ossia CD < CE. 

N° fi. — Scolio I. — Essendo l’angolo GEH = GDH 
(n° 8). mentre GDH < GDC, ne segue GEH < GDC; 
ossia l’angolo BEC < del retto ADC, cioè un angolo 
acuto; come al n° 5. 

N° 12. — Scolio II. — La perpendicolare condotta 
da un punto ad una retta, misura la vera distanza 
di quel punto a quella retta. 

Poiché per tale distanza si intende la più corta; 
e or questa è (n° 10) la perpendicolare condotta dal 
punto alla retta. 
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Teorema V. 

N° 13- — Se da un punto [C (fig. 5)] fuori di 
una retta [ AB ] , sian condotte a questa, una perpen- 
dicolare [CD], e differenti oblique [CE, CF,..]; — 
quella d’esse [CF] che più si allontana dalla per- 
pendicolare, sarà la più lunga, la più inclinata 
alla perpendicolare, e la meno inclinata alla sot- 
toposta (*). 

Dal punto G , mezzo della distanza EF dei piedi 
delle due oblique CE, e CF, si innalzi sopra AB una 
perpendicolare indefinita, che taglierà (n° 7) l’obli- 
qua più distante CF in qualche punto H : si unisca 
il punto H al punto E. Sarà in ogni caso CH -f- HE 
>CE; ma (n° 8) HE=HF; dunque sarà CH -f- HF > CE; 
ossia CF > CE. 

Se le due oblique CE e CF sono dalla stessa parte 
della perpendicolare CD, è evidente essere l’angolo 
DCF > DCE. 

Siano esse da parti opposte della perpendicolare: 
da quella parte dove è CF, si segni un’altra obli- 
qua CE uguale alla data CE [e ciò, con prendere 
(n° 8) DE = DE, e condurre CE]: si avrà l’angolo 
DCF> DCE or costrutto; ma questo (n° 8) è uguale 
al dato DCE; dunque sempre DCF > DCE. 

(‘) Per angolo d'inclinazione di ciascuna obliqua colla perpendi- 
colare e colla sottoposta si intende sempre quello che ha l'apertura 
rivolta verso la sottoposta, c verso la perpendicolare, il quale è 
sempre un angolo acuto: inoltre si intende che l’inclinazione di due 
rette cresca o diminuisca , col crescere o diminuire del loro an- 
golo acuto. 
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Essendo le due oblique CE e CF da parti opposte 
della perpendicolare CD, — il punto G cadrà fra F e D, 
nell’ ipotesi fatta di DF > DE ; onde la perpendicolare 
GH elevata sopra AB, sarà (n° 7) tutta al di qua 
della CD, per rapporto al punto F; e taglierà la CF in 
un punto II situato fra i punti C ed F. La retta EH 
sarà dunque compresa nell’ angolo DEC ; e si avrà 
l’angolo GEH < DEC. Ma (n° 8) l’angolo GFH=GEH; 
dunque sarà l’angolo DFC < DEC. 

Se le oblique CE e CF fossero dalla stessa parte 
della perpendicolare CD, si ridurrà questo caso al 
precedente, — segnando dall’ altra parte una nuova 
obliqua uguale ad una delle date ; come innanzi si è 
fatto: e si conchiuderà sempre l’angolo DFC < DEC. 

N° 14. — Scolio. — Se invece della condizione 
DF > DE, si avesse quest’ altra, angolo DCF > DCE; 
questa condizione rinverrebbe a quella immediata- 
mente, come è facil vedere: onde coll’ipotesi DCF> 
DCE, si avrebbe DF>DE; e quindi (n° 13) CF>CE, 
CFD < CED. Perciò si dirà : 

Di due oblique disugualmente inclinate alla per- 
pendicolare, la più inclinata ne è la più distante, 
la maggiore in lunghezza, e la meno inclinata 
alla sottoposta, 

N° 15. — Corollario I. — Due oblique uguali [CE, 
CF (fig. 5)] sono ugualmente distanti dalla per- 
pendicolare [CD], ugualmente inclinate a questa, ed 
ugualmente inclinate alla sottoposta [AB]. 


Digitized by Google 



12 


Poiché se si avesse DE>, o < DF , si avrebbe 
(n" 15) CE>, o < CF; il che è contro l’ipotesi 
CE=CF: dunque essendo DE = DF, sari (n° 8) 
l’angolo DCE = DCF, e l’angolo CED = CFD. 

16- — Corollario IL — Due oblique [CE, CF 
(fig. 3)] ugualmente inclinate alla sottoposta [AB], 
sono pure ugualmente inclinate alla perpendicolare 
[CD], ugualmente distanti da questa, ed uguali in 
lunghezza . 

Poiché se fosse l’angolo DCE>, 0 <DCF, sarebbe 
(n° 14) l’angolo DEC<, o >DFC; il che è contro 
1 ipotesi DEC = DFC: dunque essendo DCE = DCF, 
sarà (n° 9) DE = DF , CE = CF. 

^ 17* Corollario IH. — Di due oblique disu- 
guali [CE, CF (fig. 3)] la più lunga [CF] sarà 
la più distante dalla perpendicolare [CD], la più 
inclinata a questa, e la meno inclinata alla sot- 
toposta [AB]. 

Poiché se fosse DF = , 0 < DE, sarebbe (n‘ 8, 15) 
CF = , 0 < CE; il che è contro l’ipotesi CF > CE : 
dunque dovendo aversi DF>DE, sarà (n° 15) l’an- 
golo DCF > DCE, e l’angolo DFC < DEC. 

N a 18- — Corollario I X . — Di due oblique [CE, 
CF (fig. 5)] ^disugualmente inclinate alla sottoposta 
[AB] la meno inclinata [CF] sarà la più inclinala 
alla perpendicolare [CD], la più distante da questa, 
e la maggiore in lunghezza. 
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Poiché se fosse l’ angolo DCF = , o < DCE , sareb- 
be (n' 9, 14) l’angolo DFC = , o > DEC; il che è 
contro l’ ipotesi DFC < DEC : dunque dovendo essere 
DCF > DCE, sarà (n° 14) DF > DE , CF > CE. 

N° 19. — Scolio. — Le proprietà enunciate (n.' 15, 
16, 17, 18), che riguardano la lunghezza delle obli- 
que , e la loro inclinazione sulla sottoposta , sono 
vere ugualmente quando anche non si consideri la 
perpendicolare condotta pel punto comune di partenza 
sulla retta sottoposta; cioè a dire, che tali proprietà 
hanno sempre luogo della stessa maniera , sia che si 
considerino le oblique rapporto alla perpendicolare, o 
che si considerino fra loro. Così si dirà: 

Due oblique uguali sono ugualmente inclinate 
sulla sottoposta; e viceversa due oblique ugualmente 
inclinate sulla sottoposta sono uguali. 

Di due oblique disuguali la più lunga sarà la 
meno inclinata sulla sottoposta; e viceversa di due 
oblique disugualmente inclinate sulla sottoposta la 
meno inclinala sarà la più lunga. 

Basterà infatti, per ridurre questi casi ai precedenti, 
di immaginar condotta la perpendicolare dal punto di 
partenza comune delle oblique sulla retta sottoposta. 

N° 20* — Corollario V. — Da uno stesso punto, c 
da una stessa parte d' una perpendicolare ad una 
retta, non si possono mai condurre due oblique di- 
stinte uguali ; —nè mai due oblique dist inte ugual- 
mente inclinate a quella retta. 
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Poiché non confondendosi per ipotesi le due obli- 
que, — l’una si scosterà più dell’altra dalla perpen- 
dicolare; onde essa sarà (n° J3) maggiore dell’altra; 
e nieno inclinata alla sottoposta. 


N° 2f. — Corollario VI. — Da uno stesso punto 
fuori di una ; retta, non si possono mai condurre 
due oblique distinte uguali, che siano inclinate 
d’angoli acuti, nello stesso senso, sopra quella ret- 
ta ; — nè mai due oblique distinte ugualmente in- 
clinate , nello stesso senso , sopra la stessa retta. 

Poiché abbassando da quel punto una perpendico- 
lare sulla retta , questa perpendicolare riuscirebbe 
dalla stessa parte delle due oblique, e da quella parte 
dove esse fanno degli angoli acuti colla retta sotto- 
posta (n° 6); onde si avrebbero o due oblique uguali, 
o due oblique ugualmente inclinate sulla sottoposta, 
condotte da uno stesso punto, e da una stessa parte 
della perpendicolare; il che è impossibile (n° 20)* 

Ciò dimostra pure , che : 

Da uno stesso punto, fuori di una retta, non si 
possono mai condurre a questa tre oblique distinte 
uguali in lunghezza ; — nè mai tre oblique distinte 
ugualmente inclinate alta medesima, quantunque 
anche inclinate in senso contrario l’una delle altre. 

Poiché di queste si avrebbero almeno due od uguali 
fra loro, od ugualmente inclinate nello stesso senso 
sulla retta sottoposta, le quali sarebbero dalla stessa 
parte della perpendicolare condotta dal punto sulla 
retta ; il che è impossibile. 
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N" 22- — Corollario VII. — Due rette ugualmente 
inclinate, nello stesso senso, sopra una terza, non 
possono mai incontrarsi, a qualunque distanza 
ambedue si immaginino prolungate. 

Poiché se si incontrassero in un punto comune, — 
si avrebbero da quello condotte due oblique distinte 
ugualmente inclinate, nello stesso senso, sopra la 
stessa retta; il che è impossibile (n° 21 ). 

N° 23. — Scolio generale. — Facile sarà ancora 
stabilire i seguenti corollarii , che altro non sono 
che modificazioni di alcune delle proposizioni pre- 
cedenti. 

1° — Se pel mezzo d’ima retta, si eleva a questa 
una perpendicolare indefinita, — ogni punto della 
perpendicolare sarà ugualmente distante dalle sue 
estremità (n° 8); — ed ogni punto fuori della per- 
pendicolare, ne sarà disugualmente distante (n° 15, 
abbassando da quel punto un’altra perpendicolare 
sulla retta). 

2° — Reciprocamente se un punto, fuori di una 
retta data, sia ugualmente distante dalle sue estre- 
mità, apparterrà esso alla perpendicolare elevata sul. 
mezzo di quella retta (n° 15); — e se invece ne 
sia disugualmente distante, sarà fuori di questa 
perpendicolare (n° 17, abbassando... come sopra). 

Da ciò segue , che : 

5° — Se una retta ha due de’ suoi punti ugual- 
mente distanti dalle estremità di un’altra, sarà 
perpendicolare sulla, metà di quest’ altra : 
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uno di questi punti potendo essere lo stesso punto 
di mezzo di quest' ultima retta. 

Infine si osservi : 

4° — Se un punto è fuori della perpendicolare 
elevata sul mezzo d’una retta, sarà più distante 
da quella delle sue estremità, che è dall’altra parte 
della perpendicolare , da cui esso si trova. 
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TEORIA 


DEI TRIANGOLI UGUALI 


N° 24. — La teoria delle perpendicolari e delle obli- 
que, esposta qui innanzi, presenta non pochi van- 
taggi nello sviluppo delle altre teorie della geometria 
elementare ; in grazia dei nuovi elementi , de’ quali 
si è in essa introdotto la considerazione ; ciò che ha 
fornito una serie ben ordinata di principii importanti, 
d’ un uso continuo per il seguito. Vedasi l’ applica- 
zione di questi principi! nella dimostrazione imme- 
diata di alcune proprietà speciali dei triangoli, e della 
loro teoria d’uguaglianza. 

* i 

Teorema I. 

N° 25- — /m ogni triangolo isoscele [ABC, {fig. 6)], 
gli angoli [ A , B ] opposti ai lati uguali [ BC , AC j , 
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sono uguali; — e reciprocamente se due angoli [A,B] 
d’un triangolo [ ABC ] sono uguali , i lati opposti 
[BC,. AC] saranno uguali, e il triangolo sarà 
isoscele. 

Poiché essendo BC = AC, sarà (n° 19) A = B. Re- 
ciprocamente se A=*B„ sarà (i\° 19) BC = AB. 

N° 26- — Scolio. — La perpendicolare [ CD ] con- 
dotta dal vertice [C] d’un triangolo isoscele [ABC] 
sulla base [AB], divide questa base, e l’angolo al 
vertice, in due parti uguali. 

Poiché con AC = BC, si ha (n n 15) AD = BI), cd 
angolo ÀCD = BCD. 


Teorema 11. 

* * • , i f j- { \ ^ / 

N° 21. — In ogni triangolo [ABC (fi, g. 7)], se 
due lati [BC, AC] sono disuguali, gli angoli oppo- 
sti [A, B] lo sono pure, ed al lato maggiore [AC] 
è opposto l’angolo maggiore [B]. Reciprocamente se 
due angoli [A, B] d' un triangolo [ABC] sono di- 
suguali, i lati opposti [BC, AC] lo sono parimente , 
ed all’angolo maggiore [B] è opposto il lato mag- 
giore [ AC ]. 

Poiché essendo AC > BC, sarà (n° 19) B > A. Re- 
ciprocamente se B> A, sarà (n° 19) AC> BC. 

N° 28- — Scolio. — Dal vertice [C] d’un trian- 
golo [ABC], abbassando sulla base opposta [AB] 
una perpendicolare [CD], — se questa cade dentro 
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<1*1 triangolo, dividerà la base, e V ungula al ver- 
tice in due parti disuguali , tutte le volte che dir 
xuguali siano i lati che comprendono Vangalo al 
vertice. 

Poiché se si abbia per es. AC>BC, si avrà (n° 17) 
AD>BD, ed angolo ACD>BCl). 

Queste stesse disuguaglianze, si vede che hanno 
luogo parimente, quando la perpendicolare cade fuori 
del triangolo, 

Tkorkm.v HI. 

N° 29- — h,a somma di due angoli [ A , B ] d' un 
triangolo [ABC (fig. 7)] è sempre minore di due 
angoli retti. 

Dal vertice del terzo angolo C si abbassi sul lato 
opposto AB una perpendicolare CD : se questa cade 
dentro del triangolo, saranno A e B acuti (n" S).; se 
coincidesse con un lato, per es. col lato CB, sarebbe 
solo A acuto (n'‘ ,*>), e B retto; se cade fuori del trian- 
golo, sarà A-f-B<CBDH-B (n° < 2 retti ; onde 

sempre A ~b B < 2 retti. Così si avrà A-{-C < 2 retti, 
B -f- C < 2 retti. 

N 0 50- — Corollario — L’angolo esterno [CBE] di 
un triangolo [ABC], che si ottiene prolungando un 
lato [AB], è sempre maggiore di ciascuno degli 
angoli interni opposti [A , CJ. 

Infatti B-l-A, o B-j+C<2 retti ; mentre B -f CHE 
— 2 retti ; dunque CBE > A, > C. 
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N" 31 • — Scolio. — Un triangolo non può avere che 
un solo angolo ottuso, o un solo angolo retto; e non 
inai un retto e un ottuso ad un tempo. 

t N° 32- — U« teoria dell’ uguaglianza dei triangoli, 
consiste tutta nel dimostrare questo teorema generale: 
Due triangoli sono uguali, quando hanno tre dei 
loro elementi uguali, ciascuno a ciascuno; purché 
fra questi elementi, vi sia almeno un lato di cia- 
scun triangolo. 

Questo teorema generale presenta cinque casi di- 
stinti, che sono altrettanti teoremi, di cui si compone 
le presente teoria : essi sono i seguenti. 


(|° Caso). Teorema IV. 

N° 33. — Due triangoli (ABC, A'B'C' ( fig. 8)] 
sono uguali, quando hanno i tre lati uguali ciascuno 
a ciascuno [cioè AB = A'B', AC = A'C', BC=B'C']. 

Sovrapposti questi triangoli in modo che, coinci- 
dendo i lati uguali A'B' e AB, i vertici degli angoli 
opposti C' e C cadano dalla stessa parte di AB, — 
questi vertici, e i triangoli per conseguenza, coinci- 
deranno pure. * • 

Infatti se non coincidessero, e che il triangolo A'B'C' 
sovrapposto così all’ ABC, venisse a prendere la posi- 
zione segnata in figura ; — condueendo la retta CC' , 
e le rette Al e B1 dai punti A e B al suo punto di 
mezzo 1, queste rette sarebbero ad un tempo perpen- 
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dicolar i sul mezzo della retta CC' (n° 25, 3"); il che 
è impossibile ( 11 ° 5)* Dunque i triangoli sovrapposti 
coincideranno esattamente, e si avrà A — A', B — B', 
C = C'. 

Altrimenti. Messi i triangoli ABC e A'B'C' come 
nella figura 9, si conduca la retta CC'. Per AC— A'C', 
BC = B'C', sarà AB perpendicolare sulla metà di CC' 
(n° 25, 3°); onde (n° 15) l’angolo S — k', l’angolo 
B — B', e (per gli angoli ACI = AC'I, BCI = BC'l) 
1’ angolo C = C'. 

N° 54- — Scolio. — Se con AB = A'B', AC = A'C', 
non fosse BC uguale a B'C', ma per es. BC > B'C', i 
triangoli non sarebbero più uguali ; e messi come 
nella fig. 10, AB non sarebbe più perpendicolare aCC'. 
Conducendo AE che lo sia , cadrà questa dalla parte 
di AB , da cui si trova il punto C , perchè BC > B'C' 
(n° 23, 4°); onde essendo l’ angolo .CAE = C'AE 
(n° 15), sarà l’angolo A> A’. Si dirà pertanto: 

Se due triangoli hanno solo due lati uguali cia- 
scuno a ciascuno, — dei due angoli opposti ai terzi 
lati disuguali, quello è il maggiore che è opposto 
al lato maggiore. 


(2" Casa)* Teorema V. 

N p 55- — Due triangoli [ABC, A'B'C '(fig. 11)] 
sono uguali, quando hanno due lati uguali cia- 
scuno a ciascuno [AB — A'B', AC = A'C'], e l'angolo 
compreso uguale [A — SI ]. 
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Sovrapposti questi triangoli, in modo che coinci- 
dano insieme l’angolo ugnale, e i lati uguali, — i 
terzi lati BC e B G', e perciò i triangoli, coincideranno 
pure; onde sarà BC — B'C', B — B', C = C'. 

Altrimenti. Messi i triangoli come nella fìg. 9, — 
per AC = A'C', e A — A', sarà AB (n° |Jj) perpendi- 
colare sulla metà di CC'; onde (n" 8) sarà BC=B'C', 
B = B’, e C = C'. 

; • ‘ ' . I 

N° 56- — Scolio. — Se con AB = A'B', AC = A'C', 
fosse A > A' , i triangoli sarebbero disuguali , e si 
avrebbe BC > B'C'. 

Infatti messi i triangoli come nella ftgl IO, — la 
retta AE, che divida in due parti ugnali l’angolo CAC' 
( = A-f-A') cadrà nell’ angolo maggiore A, e sarà 
( n° 15) perpendicolare sulla metà di CC' ; onde 
(n° 25, 4°) sarà BC > B'C'. 

Si può questo dimostrare direttamente, unendo il 
punto C' col punto I d’incontro di AE con BC; poi- 
ché, piegando il triangolo CAI sul triangolo C'Al, si 
proverebbe C'I = CI ; onde B'C' < BI -+- C'I , < Bl 
4-IC, < BC (*). Si dirà pertanto: 

Se due triangoli hanno due lati uguali ciascuno 
a ciascuno, e V angolo compreso disuguale, — dei 
terzi lati, quello sarà il maggiore, che è opposto 
all ’ angolo compreso maggiore. 

<:* ' 

«V> «'Vomt . w a, -, v v 

(*} Si avrebbe pure la stessa dimostrazione , sovrapponendo un 
triangolo all'altro, per la coincidenza dei lati uguali A’B’ e AB. e 
conducendo sempre la blssetrire AB dell'angolo CAC (= A — A’). 
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(3 "Caso). Teorema VI. 

N“ 37* — Due triangoli [ABC, A'B'C' (fìg. 12)] 
.sono uguali, quando hanno due lati uguali ciascuno 
a ciascuno [AC = A'C',BC — B'C'], c uno degli an- 
goli opposti uguale [ A = A' ] ; purché gli altri angoli 
opposti [B, B'j siano della stessa specie (*). 

Fa d’uopo dimostrare anzi lutto come gli angoli B e B' 
possono essere di specie differente. 

Gli angoli uguali A e A' essendo opposti ai lati uguali 
BC e B'C' , supponiamo dapprima che sieno questi 
maggiori degli altri lati uguali AC e A'C' , a cui sono 
opposti gli angoli B e B'. Per BC > AC, B C' > A'C' , 
saranno in ciascun triangolo A>B, A'>B' (n"27)* Or 
se Are A’ siano acuti, B e B', minori di essi, saranno 
pure acuti , e perciò della stessa specie: se A e A' siano 
ottusi, o retti , B e B' saranno acuti, pel n° 51, e per- 
ciò pure della stessa specie ; onde in questo caso , che 
gli angoli uguali A e A' sieno opposti ai lati uguali mag- 
giori , gli altri angoli opposti B e B' saranno sempre 
acuti , e perciò della stessa specie. 

Supponiamo invece che siano AC>BC, A'G'> B'(7: 
saranno (n° 27) B>À, B’>A': questi ultimi A e A' 
saranno dunque in tal caso acuti (p° 31 ); ma allora i 
primi B e B' potranno essere o acuti ambedue, e mag- 
giori di A e A'; ovvero ambedue ottusi; ovvero anche 

{‘) Questo caso dell'uguaglianza dei triangoli , che non si consi- 
dera comunemente In geometria , e solo si avverte a modo di em- 
blema, merita iuvecc tutta l'attcnzionr dei principianti: oltre a elio 
esso importa bene avvertirsi in trigonometria. 


A 
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un olluso, e I altro acuto (fi ig. 15) (*). Or è manifesto 
che in quest’ ultimo caso degli angoli B e B' di specie 
differente, i triangoli ABC e AB C' (/fy.15) non po- 
tranno mai essere uguali : resta a vedersi se essi lo 
siano nell’ ipotesi contraria, che gli angoli B e B siano 
invece della stessa specie ( fig . 12 ). 

Si sovrapponga il triangolo A BC' all’ABC in modo, 
che coincidano l’augolo A' col suo uguale A, e il lato 
contiguo A'C' col suo uguale AC: gli altri lati uguali 
BC e B'C' coincideranno pure in un solo ; poiché se 
uon coincidessero, — si avrebbero dallo stesso punto C 
condotte due oblique uguali CB e CB , inclinate d’an- 
goli acuti, nello stesso senso, sopra la direzione AB 
(comune ai terzi lati AB e À'B'); il che è impossibile 
,(n%2l)* Dunque i due triangoli coincideranno esatta- 
mente; e si avrà AB = A'B', B = B', C = C'. 

Altrimenti. Messi i triangoli come nella figura l ì, 
si conduca la retta AA': per AC == A'C' sarà (n° 19) 
ang. CAI = CA'I ; onde, per l’ ipotesi À== A' , sarà pure 
a» 0 .BAI — BAi; e per conseguenza (n° 19) AB=A'B'. 
La retta BC sarà dunque perpendicolare sulla metà di 
AA' (n 1 ' 23, 3"); onde(n° 15)-B^B', C=^C' f 

N° 39 . — Scolio 1. — Nell’ipotesi degli angoli B e B' 
di differente specie (fig. 15), — sovrapposto un trian- 
golo A'B'C' all’altro ABC, per la coincidenza degli an- 

f) Se un dpgli angoli BtH 1 fosse retto, l’altro lo sarebbe pure, 
eoine si proverà tosto : ina allora essendo essi ugnali , si sarebbe 
nel primo caso avvertito; con di più, che ambi gli anjrolt opposti 
ai lati uguali, sarebbero uguali ciascuno a ciascuno. 
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goli uguali A' e A , e dei lati contigui uguali À'C' e AC,- — 
per BC = fl'C', si avrà (n" 19) l’angolo CBB'^tCB’B; 
onde sarà la somma B-4-B' retti; e perciò 1’ uno 
d’essi angoli BeB' supplemento dell’ altro. Si dirà per- 
tanto : 

Due triangoli avendo due lati uguali ciascuno a 
ciascuno, è Un degli angoli opposti uguale; — se gli 
altri angoli opposti non sono uguali, saranno essi 
sempre supplementari fra loro; — e saranno ugnati 
o supplementari, secondo che siano della stessa spe- 
cie, o di specie differente. 

N° 59- — Scolio II. — Reciprocamente se due trian- 
goli [ABC, A'B'C' (fig. 13)] abbiano due lati uguali 
f AC = A'C', BC = B'C' ] , e un degli angoli opposti in 
un triangolo, supplemento del suo corrispondente 
nell’ altro triangolo [ B = 2 retti — - B' ] ; — gli altri 
angoli opposti [ A e A' ] saranno uguali fra loro. 

Dapprima questi angoli saranno della stessa specie, 
e necessariamente acuti: poiché, per l’ipotesi di B — 
W — ìretti, l’un di questi ultimi, B' per es. sarà ot- 
tuso; onde nel triangolo A'B'C', l’altro A' sarà acuto 
(n°31); e si avrà ( n° 27) A'C'>B'C'. Ma essendo 
AC = A'C', e BC=B'C', sarà così pure AC>BC;epcr 
conseguenza l’ angolo B > A (n° 27 )■ ina B’ essendo 
ottuso, B suo supplemento sarà acuto; dunque A<B 
sarà pure acuto. 1 due angoli A e A' son dunque am- 
bedue acuti , e così della stessa specie. 

Ora se nel triangolo ABC si eonduce 1’ obliqua 
= — il triangolo AB C sarà uguale all’ A'B'C' 
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( n" 57 ); essendo AC = À'C' , B'C= BC = B C , l’ an- 
golo AB C = 2 retti — CBB — 2 retti —*3 = 8', ed 
inoltre gli angoli A e A' della stessa specie : dunque 
sarà A = A'.- • .,.*•• >. 

Altrimenti. Messi i triangoli ABC e A'B'C' l’uno 
accanto all’altro, come nella fìg. 15; — per gli angoli 
supplementari adiacenti BeB', i lati AB e A B' riu- 
sciranno in linea retta AA'; onde, essendo AC=*--A'C', 
sarà (n“ !<)) A = A'. 


(4 "Caso). Teorema VII. 

• t e » » 

N" 40- — Due triangoli [ABC, A'B'C' (fìg. H )] 
sono uguali, quando hanno un lato uguale [ AB 
= A B' ] adiacente a due angoli uguali ciascuno a 
ciascuno [ A = A' , B = B' ]. i 

Sovrapponendo 1’ un d’ essi triangoli all’ altro , in 
modo che coincidano il lato uguale, e gli angoli adia- 
centi uguali , — i vertici degli angoli opposti al lato 
comune , e perciò i triangoli stessi , coincideranno esat- 
tamente; e si avrà AC = A'C', BC = B'C', C=C'. 

» , . . • * ' * - , t - * • 

• • * • . . i » • 

(o ° Caso). Teorema Vili. 

N° 4i- — Due triangoli [ABC, A'B'C' (fìg. 12)] 
sono uguali , quando hanno un lato uguale [ AC 
= A'C' ] , e due angoli , uno adiacente, e l’altro op- 
posto, uguali ciascuno a ciascuno [ A = A', B = B' ]. 
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Si sovrapponga >1 (rianigolo A'B'C' all’ABC, in modo 
che coincidano il lato A'C' col suo uguale AC , e 1’ aiv 
golo A' col suo uguale A: i lati B'C' e BC coincide- 
ranno pure, a motivo di B' = B; poiché se non coin- 
cidessero , — si .avrebbero cosi dallo stesso punto C 
condotte due oblique CB e CB' ugualmente inclinate, 
nello stesso senso , sopra la direzione AB ( comune ai 
terzi lati AB e À'B' ); il che è impossibile (n° 21 ). Dun- 
que i due triangoli coincideranno esattamente, e si avrà 
AB=r A'B', BC = B'C' , C = C'. 

; 

N u 42- — Corollario. — Se due triangoli [ ABC , 
A'B'C' (fig. 13)] abbiano un angolo uguale [ A — A’ ], 
un altro supplementare [B = 2 retti — B'], ed imo 
dei lati -opposti uguale [ BC *= B'C', ovv. ÀC *= A'C' ]; 
gli altri lati opposti di diascun triangolo [AC e A'C', 
ow. BC e B'C' ] saranno pure uguali fra loro (*). 

Nel triangolo ABC si conduca l’ obliqua CB' =* CB : 
i triangoli AB C ed A'B'C' saranno uguali (n°4l), 
avendo il lato B'C = BC = B'C', ovv.il lato ÀC=A'C' , 
l’angolo A =À' , e l’ angolo AB'C = 2 retti — CB'B 
= 2 retti — B = B' ; onde sarà in un caso AC — A'C'; 
e nell’altro caso B'C = B'C' = BC. 

Il primo di questi casi, in cui siano uguali i lati BC 
c B'C' opposti agli angoli uguali A e A' , si può pure 
dimostrare come segue. 


(i) Questo è II principio dialo nella nota alla pagina 8« della mia 
Memoria sui triangoli simili; e di cui si è fatto mollo uso In tale 
Memoria ( h* 29). 
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Messi i triangoli come nella fi'g. 1» , — per esser 
B-t-B' — 2 retti, ABA' sarò una linea retta; onde, es- 
sendo A=-A' , sarà (h° 19) AC = A'C'. 

" • t, *4 ' . r . r • ; 

1 N 45- — Scotio' generali:. — Nei teoremi precedenti 
si son sempre considerati i triangoli di genere qualun- 
que rapporto ai lati , e rapporto agli angoli. Rapporto 
ai lati , vi sarebbero di speciali i triangoli isosceli , sui 
quali non occorre fermarsi , dopo il n"2g (’): rapporto 
agli angoli, vi sarebbero di speciali i triangoli rettan- 
goli , sull’ eguaglianza dei quali gli autori di trattati 
di Geometria stabiliscono comunemente due r teoremi 
particolari, che son compresi nei teoremi VI, e VIH 
sopra dimostrati. Gli enunciati particolari di questi 
teoremi sono i seguenti, che, come si vedrà, son com* 
presi in quelli dei numeri 37 e 41 : 

Due triangoli rettangoli sono uguali 1 ° — - quan- 

do hanno V ipotenusa uguale, e un cateto uguale ; 
— 2° — quando hanno l’ ipotenusa uguale, e un an- 
golo acuto uguale. 

(*) Rispetto al triangoli Isosceli vi sarebbe perù questo raso par- 
ticolare, che sfugge al generali precedenti: 

Due Iriangoli isosceli sono uguali, quando hanno la baie uguale, 
e l'angolo al vertice uguale. 

Questo non rientra direttamente In alcuno del casi precedenti; ma 
si giungerà a dimostrarlo, con scomporre ciascun triangolo in due 
altri uguali fra loro, mediante una perpendicolare abbassata da cia- 
scun vertice, sulla base opposta; I quali triangoli parziali saranno 
uguali netl'uno e nell'altro del proposti, In virtù del n* il ; onde 
questi ultimi avranno pure gli altri lati, t gli angoli opposti lutti 
uguali fra loro 
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Un’osservazione generale, da farsi in tutti i casi 
dell’ uguaglianza di due triangoli , si è che 

In due triangoli uguali, ai lati uguali sono sem- 
pre opposti angoli uguali; e viceversa ad angoli ugua- 
li sono sempre opposti lati uguali. 

Nulla più resterebbe , a completare la teoria dei trian- 
goli uguali , se non il dar ragione della condizione 
espressa nell’ enunciato del teorema generale , che ne 
forma l’oggetto (n° 52 ): ma questo è ciò che non si 
può fare, lino a che non siasi dimostrato il teorema 
fondamentale sulla somma dei tre angoli d’ un trian- 
golo; a stabilire il quale d’ una conveniente e facile 
maniera, saria necessario conoscere la teoria delle pa- 
rallele ; che non si suppone per ora ancor dimostrata. 
Si ritornerà sopra tale questione, nei seguito di questa 
Memoria. 





I 
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TEORIA 


DELLE PARALLELE 


,N° 44- — Due rette situate netto stesso piano sono 
dette parallele, quando non possono mai incontrarsi, 
a qualunque distanza ambedue si immaginino pro- 
lungate. 

Tali sono adunque due rette perpendicolari a una 
terza (n° 7); e in generale due rette ugualmente 
inclinate, nello stesso senso, sopra una terza (n." 22). 

N° 45* — Questo risultato generale , che conferma 
e dimostra l’ esistenza delle parallele in un piano, co- 
stituisce un primo teorema della loro teoria ; il quale 
si enuncierà pertanto dicendo : 
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Teorema I. 

Due rette ugualmente inclinate, nello stesso sen- 
so, sopra una terza, sono parallele (n° 22 ). 

N° 46- — Scolio. — Di qui la possibilità e il modo 
di condurre, per un punto dato, una parallela ad 
una retta data; poiché basterà di far risultare questa, 
e la retta a condursi , ugualmente inclinate , nello 
stesso senso, sopra una terza retta, segnata ad arbi- 
trio, che passi però pel punto dato. 


Lemma fondamentale 

N° 47 . — Per un punto, fuori di una retta, non 
si può condurre che una sola parallela a questa 
retta. 

Già si è veduto potersene condurre una (it. e 46); 
resta a provarsi non potersene condurre che una sola. 

Si supponga che pel punto G, fuori della retta AB 
{fig. 16), si possano condurre ad AB due parallele 
distinte D'D, E'E. Per un punto I d’ una di queste, 
E'E per es., — e preso sulla parte CE, che è al di là 
di D'D, per rapporto ad AB, — si conduca all’altra 
D'D una nuova parallela H'H : sarà questa pure pa- 
rallela ad AB; poiché non potrebbe evidentemente 
H'H andare a incontrare AB, senza che prima giun- 
gesse a tagliare in qualche punto la sua parallela 
D'D. 
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Supponendo tutte queste rette parallele prolungate 
indefinitamente in ambi i sensi, separano esse, da 
tutto il resto dei piano indefinito, degli spazi! pure in- 
definiti in ambi i sensi, che indicherò per AB-D'D, 
per AB-E'E, per AB-H'H, per D'D-H'II, rispetti- 
vamente quelli separati , da tutto il resto del piano , 
dalle parallele indefinite AB e D'D, AB ed E'E, AB ed 
H'H, D'D ed H'H. 

Or gli spazii indefiniti AB-D'D, e AB-E'E sono 
equivalenti fra loro; componendosi dello spazio co- 
mune indefinito AB-E'CD, e degli spazii angolari 
uguali E'CD' ed ECD. Parimente gli spazii indefiniti 
AB-E'E ed AB-H'H sono fra loro equivalenti; com- 
ponendosi dello spazio comune indefinito AB -E' IH, 
e degli spazii angolari uguali E’IH' ed EIH: dunque 
gli spazii indefiniti AB-D'D, e AB-H'H saranno 
equivalenti fra loro, essendolo al medesimo spazio 
indefinito AB-E'E. Ma ciò è evidentemente impos- 
sibile; poiché le rette AB, D'D, H'H essendo fra loro 
parallele, lo spazio indefinito AB-D'D è sempre mi- 
nore dello spazio indefinito AB-H'H, il quale lo su- 
pera dello spazio pure indefinito D'D -H'H: dunque 
é parimente impossibile che , pel punto C , si possa 
mai condurre pivi d’ una sola parallela ad AB. 

N ’ 4 $. — CoaoLLAiuo. — Due rette parallele a una 
terza, sono parallele fra loro. 

Poiché se si incontrassero in un punto comune, — 
si avrebbero da quello condotte due parallele distinte 
alla stessa retta; il che è impossibile (n° 47). 

5 
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Scolio. — È da osservarsi come questa proposizione 
ha di mira particolarmente il caso, in cui le due rette 
sono dalla stessa parte della parallela comune: poiché 
se sia questa ad esse intermedia, la proposizione sa- 
rebbe manifesta ; non potendo evidentemente le due 
rette andare a incontrarsi , senza che alcuna d’ esse 
giunga prima a tagliare in qualche punto la paral- 
lela comune ; il che è contro l’ ipotesi. Si è ben valso 
adunque di questo caso particolare , nella dimostra- 
zione del lemma precedente , senza che perciò vi sia 
circolo vizioso. * 

# ,* . ♦ * • • 

Teorema H. 

« .ni 

N° 49- — Reciprocamente se due rette, situate nello 
stesso piano, sono parallele, — riusciranno sempre 
ugualmente inclinate , nello stesso senso, sopra una 
terza, condotta comunque a traverso delle me- 
desime. 

Poiché se ciò non fosse, — si potrebbe, pel punto 
d’ intersezione d’ una delle proposte parallele colla 
terza retta , condurre una nuova retta , che fosse su 
questa ugualmente inclinata, nello stesso senso, che 
l’altra proposta parallela; la quale nuova retta sa- 
rebbe così parallela a quest’ ultima (n° 45); onde si 
avrebbero, per lo stesso punto, condotte due paral- 
lele distinte ad una stessa retta; il che è impossibile 
(n° 47). Dunque ecc. 

Scolio. — Questa proprietà fondamentale è inoltre 
esclusiva alle parallele; come si dimostra nel teo- 
rema seguente. 
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V 


N° SO- — i)ue rette die concorrono in un punto 
comune, sono sempre disugualmente inclinate, nello 
stesso senso, sopra U’una terza, condotta comunque 
a traverso delle medesime. 

Poiché se ciò non fosse, — si avrebbero allora due 
oblique condotte per uno stesso punto, ed ugual- 
mente inclinate, nello stesso senso, sopra una stessa 
retta; il che è impossibile (n" 21). Dunque ecc. 

Teorema IV. 

N° SI- — Reciprocamente se due rette, situate nello 
stesso piano, siano disugualmente inclinate, nello 
stesso senso, sopra di una terza, desse prolungate 
a sufficienza si incontreranno sempre in un punto 
comune. 

Poiché se non si incontrassero, e che fossero paral- 
lele,— dovrebbero allora essere ugualmente inclinate, 
nello stesso senso, sopra quella terza retta (n" 49); 
il che è contro l’ ipotesi. Dunque ecc. 

Altrimenti. Se pel punto d'intersezione d’una delle 
rette proposte colla terza retta, si conduce una nuova 
retta, che sia su questa terza ugualmente inclinata, 
nello stesso senso, che l’altra retta proposta, — -la 
nuova retta condotta sarà parallela a quest’ ultima 
(n° 45); onde la prima proposta non le potrà mai 
essere parallela (n“ 47); e prolungale entrambe a 
sufficienza , dovranno incontrarsi. 
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N" — Quando due rette AB e CD (fig. 17 ), si- 
tuate nello stesso piano, sono tagliate da una terza EF, 
condotta comunque a traverso delle medesime, — que- 
sta retta EF prende il nome di secante; e gli otto an- 
goli , che hanno luogo intorno ai due punti d’ inter- 
sezione G ed H, considerati due a due, — non mai 
adiacenti fra loro, nè opposti al vertice, — prendono 
le seguenti denominazioni : 

1° — Si chiamano angoli corrispondenti quelli si- 
tuati da una stessa parte della secante, coll’apertura ri- 
volta nello stesso senso: essi sono in figura gli angoli 
BGF e DHF, BGE e DUE, AGF e CHF, AGE e CHE. 

( Questi sono gli angoli, secondo i quali, le rette 
AB e CD si dicono inclinate, nello stesso senso, sulla 
terza EF). 

2° — Si chiamano angoli alterni interni quelli si- 
tuati da parti opposte della secante, coll’apertura ri- 
volta verso ciascuna delle rette date : essi sono gli an- 
goli BGH e C1IG, AGH e DHG. 

3° — Si chiamano angoli alterni esterni quelli si- 
tuati da parti opposte della secante , coll’ apertura 
rivolta verso nessuna delle rette date : essi sono gli 
angoli BGE e CHF, AGE e DHF. 

4° — Si chiamano angoli interni da una stessa parte 
quelli che , avendo l’apertura rivolta verso ciascuna delle 
rette date, sono situati dalla stessa parte della secante : 
essi sono gli angoli BGH e DHG , AGH e CHG. 

5° — Si chiamano angoli esterni da una stessa 
parte quelli che, avendo 1’ apertura rivolta verso 
nessuna delle rette date, sono situati dalla stessa 
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parie della secante: essi sono gli angoli BGE e DHF, 
AGE e CHE. 

Per la considerazione di tutti questi angoli, si so- 
gliono presentare comunemente sotto altro aspetto i 
quattro teoremi innanzi stabiliti; ne’ quali consiste 
tutto 1’ esenziale della teoria delle parallele : onde ai 
medesimi si sostituiranno ora i quattro seguenti, che 
rinvengono pure a quelli nella sostanza. 

Teorema I bis. 

N° 53. — Se due rette sono talmente situate nello 
stesso piano, che tagliate da una terza, — gli angoli 
corrispondenti , — ovvero gli angoli alterni interni , 
— ovvero gli angoli alterni esterni , sieno uguali ; — 
ovvero gli angoli interni da una stessa parte, — ov- 
vero gli angoli esterni da. una stessa parte, sieno 
supplementari; — queste rette saranno sempre fra 
loro parallele. 

Infatti è facil vedere come ciascuno dei quattro ul- 
timi casi rinvenga al primo — degli angoli corrispon- 
denti uguali; — ed or questo è quello appunto con- 
templato nel teorema 1 (n"45)'- onde essendo le due 
rette parallele in questo caso, saranno pure parallele 
in lutti gli altri. 


Teorema II bis. 

N" 54 . — Reciprocamente se due rette, situale nello 
stesso piano , sono parallele , — desse tagliate da una 
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terza, — gli angoli corrispondenti, — gli angoli 
alterni interni , — gli angoli alterni esterni, saranno 
uguali; e — gli angoli interni da una stessa parte , — 
gli angoli esterni da una stessa parte , saranno sup- 
plementari. 

Infatti avendo luogo la prima di queste proprietà , in 
virtù del teorema II (n° 49), è facile vedere come ne 
vengano di conseguenza tutte le altre enunciate. 

N'-’ od- — Scolio I. — Questa proposizione rinviene 
a dire altrimenti , che : 

Quando due rette parallele sono tagliate da una 
terza, — degli otto angoli, che han luogo attorno 
ai due punti di intersezione, quelli d’una medesima 
specie ( i quattro acuti, o i quattro ottusi ) sono tutti 
uguali fra loro; c quelli di specie differente sono a 
due a due supplementari. 

N° o6- — Scolio II. — Se uno di questi otto angoli 
sia retto, tutti gli altri lo sono pure; c la secante risulta 
perpendicolare comune alle due parallele. Quindi si 
dirà : 

Se due rette sono parallele, qualunque perpendi- 
colare aduna diesse, è pure perpendicolare all’altra. 

IS” 57- — Scolio III. — La perpendicolare comune a 
due parallele, compresa fra esse, misura la vera 
loro disturna in quei punti. 

Poiché per tale distanza si intende la più corta da 
una all’altra in quei punti : e questa è (n" I2Ì la per- 
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peudicolare condotta dal punto di una all’ altra parallela ; 
la quale riesce pure perpendicolare alla prima. 

Teorema III bis. 

IN” 58- — Quando due rette concorrono in un punto 
comune, tagliate da una terza, — gli angoli corri- 
spondenti, — gli angoli alterni interni, — gli angoli 
alterni esterni, sono disuguali; e — gli angoli interni 
da una stessa parte, — gli angoli esterni da una 
stessa parte, non sono supplementari. 

E invero avendo luogo la prima di queste proprietà, 
in virtù del teorema HI (u°5©)» tutte le altre ne son 
di conseguenza. 

•!*♦**♦ :^fe|41i»qi<) i> . >i. «... 

1 E O li li MA I\ bis. 

ti f 1* i "tfcJo 

IN" 59. — Reciprocamente se due rette siatio in 
modo situate nello stesso piano, che tagliate da una 
terza, — gli angoli corrispondenti , — ovvero gli an- 
goli alterni interni, — ovvero gli angoli alterni es- 
terni, sieno disuguali; — ovvero gli angoli interni 
da una stessa parte , — ovvero gli angoli esterni da 
una stessa parte, non sieno supplementari , — queste 
rette, prolungale a sufficienza , si incontreranno 
sempre in un punto comune. 

Infatti esse incontrandosi nel primo di questi casi, 
in virtù del teorema IV ( n' 1 51 ), si incontreranno pure 
in tutti gli altri; che, coni’ è faeil vedere, rinvengono 
immediatamente al primo. 
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5" (>0- — Scolio. — La somma di due angoli non 
supplementari, potendo essere maggiore o minore di 
due retti, — si vedrà facilmente, come succederà sem- 
pre P incontro delle due rette in questione da quella 
parte della secante, da cui la somma degli angoli in- 
terni da una stessa parte sarà minore di due retti; 
ovvero la somma degli angoli esterni da una stessa 
parte sarà maggiore di due retti- 


T fi o n e m a V. 

N° 61- — Due rette parallele sono dajg>cr tutto 
ugualmente distanti. 

Siano AB e Ci) (/?</. 18 ) due rette parallele: da due 
punti E ed F, presi ad arbitrio sull’ima di esse CI) , si 
abbassino sull’altra AB le perpendicolari EG, FU: sa- 
ranno queste pure perpendicolari a CD (n°56); e mi- 
sureranno la distanza della CD all’ AB, nei punti E ed F 
(n” 57); come pure la distanza dell’ AB alla CD, nei 
punti G ed H: si tratta di provare che EG=FH. 

Dal punto I, mezzo di GH, si conduca IK perpendi- 
colare comune ad AB e CD; c si pieghi la figura K.IGE 
sulla figura KIHF: tutti gli angoli essendo retti, coprini 
l’una esattamente l’altra; onde si avrà GE=HF. 

N"62- — Scolio. — La reciproca di questa proposizio- 
ne è ev idente; poiché due rette, che fossero dappertutto 
ugualmente distanti, non potrebbero inai incontrarsi , 
e sarebbero parallele. 
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Inoltre questa proprietà è esclusiva alle parallele ; 
poiché due l ette concorrenti in un punto comune, sono 
dappertutto disugualmente distanti; e reciprocamente 
se due rette sono dappertutto disugualmente distanti, 
esse prolungate a sufficienza , si incontreranno. 


Teorema VI. 

N H 63- — Le parti di rette parallele [AC e BD, ove. 
AB e CD (fig. 19)], comprese fra parallele [AB e CD, 
ovv. AC e BD ] , sono uguali fra loro. 

Bel punto D si conduca la retta EDF, che faccia l’an- 
golo CDE=(n" 54) AFE — DCE = BAE = FBD : sarà 
(n° 10) EC=ED; EA = EF; DB=DF; onde CA — DF 
— DB , ossia AC — BD. 

Parimente conducendo la retta GDH, che faccia l’an- 
golo BDG == AHG =* DBG — HAG = HCD , si avrà GB 
= GD; GA — GH ; DC — DH; onde BA = DH=DC, 
ossia AB = CD. 

N° (>4. — Corollario 1. — Le parti di rette parallele 
[AB, CD (fg. 20)], comprese fra rette inclinate [AC, 
BD], — che si taglino fuori delle prime, — sono 
disuguali ; così è delle rette inclinate [AC,BD], com- 
prese fra parallele [AB, CD], — che si trovino dalla 
stessa parte del punto di concorso di quelle; — a 
meno che le prime non sieno ugualmente inclinate , 
in senso opposto, sopra ciascuna parallela; nel qual 
raso saranno uguali. 
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Pel punto C si conduca CG parallela a DB: sarà (n°65) 
EB — CD ; onde AB > CD. 

Se l’angolo CAB sia < DBA, o < DBF, sarà(n° 54) 
l’angolo CAE<CEA, o <CEF; onde (n° 19) CA>CE. 
Ma ( n" 65 ) CE = DB ; dunque CA > DB. 

Se sia invece F angolo CAB = DBA = (n J>4)CEA, 
sarà CA = ( n" 1 9 ) CE = DB. 

N° 65- — Corollario II. — Le parti di rette inclinate 
[ AC e BD , ovv. AB e CD ( fig. 21 ) ] , comprese fm rette 
inclinate [AB e CD, ovv. AC e BD], — che non si ta- 
glino le t me fra le altre, — possono essere uguali, 
o disuguali : ma se due opposte [ AC e BD ] siano ugua- 
li, le altre opposte [AB e CD] saranno disuguali. 

La prima parte della proposizione essendo manifesta , 
dimostriamo la seconda. 

Poi punti B, e C, si conducano le rette BE parallela 
ad AC, CE parallela ad AB, che si incontrino in E: si 
avrà ( ri" 65 ) BE = AC =*= BD per ipotesi , e CE =* AB. 
Si conduca DE, c si unisca il suo mezzo I col punto B: 
per BE — BD, sarà ( n" 25 ) BI perpendicolare sul mezzo 
di DE; onde il punto C,che è fuori di questa perpendi- 
colare, sarà disugualmente distante da E e D ; C6i avrà 
in figura CE > CD ( n° 25, 4 ' ). Ma CE = AB; dunque 
infine AB> CD. 

N° 66- — Corollario HI. — Se di quattro rette [ AB, 
AC, BD, CD (fig. 22)], che si tagliano in quattro 
punti distinti, le parti opposte [AB e CD, AC e BD 
sieno uguali , queste rette saranno parallele. 
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(Questa proposizione è la reciproca di quella dimo- 
strata al n" 65 )• . > 

Infatti se AB e CD fossero fra loro inclinate , ad un 
tempo che AC e BD , — oche solo le line siano inclinate, 
e le altre nò , — • allora le rette inclinate o parallele 
AB e CD , comprese fra le rette inclinate uguali AC e BD , 
dovrebbero essere disuguali (n'65>64); contro Tipo- 
tesi fatta che sieno uguali. Parimente le rette inclinate 
o parallele AC e BD, comprese le rette inclinate uguali 
AB e CD, dovrebbero essere disuguali (n'65i64); con- 
tro Tipotesi, che siano uguali: onde per una parte le 
rette ugnali ÀC e BD, e per l’altra le rette uguali AB 
e CD , non possono mancare di essere ad un tempo fra 
loro parallele. • 

Ma si può dimostrare la proposizione direttamente , 
come segue. > , ■ 

Pei punti B, e C, si conducano due parallele ad ÀC, 
e ad AB, le quali si supponga che si incontrino in E: 
si unisca DE , ed il suo mezzo I ai punti B e C. Si 
avrebbe ( n° 65) CE = AB = CD, BE = AC = BD; onde 
le rette Bl e CI sarebbero (n° 25 ) due perpendicolari di- 
stinte sul mezzo di DE; il che è impossibile: dunque le 
parallele condotte non potranno incontrarsi in un pun- 
to E diverso dal punto D ; e perciò esse si confonderanno 
rispettivamente con BD, e con CD; ossia che queste ret- 
te saranno parallele ad AC, e ad AB. 

N° 67- — -Conoi.LARio IV. Se di quattro rette [ AB, 
AC, BD, CD], che si tagliano in quattro punti distin- 
ti, — due opposte [ AC e BD ] sieno ugnali e parallele ; 
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le altre due opposte [AB e CD] saranno pure uguali 
e parallele. 

Infatti dapprima le rette AB e CD non possono essere 
inclinate ; poiché allora le parti di parallele AC e BD 
comprese fra esse, sarebbero disuguali (64); contro 
l’ ipotesi: dunque, dovendo AB e CD essere parallele, esse 
saranno poi uguali fra loro, pel n° 63- 

IV’68- — Corollario V. — Due rette [ AB, CD (fig. 23)] 
essendo uguali e parallele, — se si uniscano le loro 
estremità opposte per due altre rette [ AD , BC ] , queste 
si taglieranno scambievolmente ciascuna in due parti 
uguali. 

Pel punto I di loro intersezione, si conduca la retta 1E 
uguale c parallela ad AB, e CD ; e si unisca il punto E ai 
punti B e D. Sarà ( n° 67 ) BE uguale e parallela ad AI ; 
e DE uguale e parallela a CI. D’altronde per essere pure 
BE e ID, DE e 1B fra loro parallele, si ha (n°63) BE=ID, 
DE=.IB; dunque sarà AI = 1D;BI = IC. 

N° 69- — Corollario VI. — Reciprocamente se due 
rette [AD e BC ] si tagliano ciascuna in due parti 
uguali, — le rette [AB e CD], che uniscono le loro 
estremità , saranno uguali e parallele. 

Pei punti B, e D, si conduca BE parallela ad AD, c DE 
parallela a BC, che si incontreranno in E; e si unisca 
lE.Si avrà (n° 63) BE = ID=AI, DE=IB = CI: onde, 
pel n°67. sarà IE uguale e parallela ad AB, ed uguale 
e parallela a CD; per cui AB e CD saranno uguali e 
parallele fra loro. 
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N g 70 - — Scotio. — Se le rette AD e BC ( fiy. 24 ) 
sono uguali, — conducendo ancora le rette AC e BD, 
queste risulteranno perpendicolari sulle prime AB e CD. 
Infatti avendosi allora l’ angolo CDI — ( n° 54 ) IAB 
= (n° 19 ) IBA, e l’angolo IDB=IBD, sarà l’angolo 
CDB = ABD; onde ciascun di questi angoli sarà retto ; 
poiché dessi sono fra loro supplementari (n u 54). Lo 
stesso si proverà per AC. 

N° 7f. — Scolio generale. — Nei teoremi precedenti , 
si contiene quanto è di più interessante nella teoria 
delle parallele; ai quali ciò non ostante si dovranno 
aggiungere quelle altre proposizioni, che stabiliscono 
l’uguaglianza di due angoli in un piano, dipendente- 
mente dalla posizione relativa dei loro lati ; di avere 
cioè questi lati paralleli, od ugualmente inclinati fra 
loro, od ugualmente inclinati sopra una stessa retta, 
e diretti nello stesso senso, o in senso contrario: come 
pure le reciproche di queste proposizioni; le quali tutte 
si proveranno per le proprietà dimostrate delle paral- 
lele (n° 54). 

Egli è ben da osservarsi, come tutto Pesenziale di 
questa teoria si riduca in fondo ai primi quattro teo- 
remi stabiliti ( n' 45, 49, 50 , 51 ); deducendosi dai 
medesimi, come immediate conseguenze, tutte le altre 
proposizioni , che più importa di dimostrare : onde i 
medesimi si dovranno considerare come quattro teoremi 
esenziali della teoria delle parallele. Inoltre pur fra que- 
sti, quello che più importa di stabilire, si è il teore- 
ma Il , o II bis (n 1 49, 54); siccome quello appunto, 
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elle mette in luce le proprietà di cui godono le rette 
parallele,, considerate rapporto a una secante: onde 
l'oggetto della sua dimostrazione, dovrà essere sem- 
pre il. principale della teoria di queste linee. 

Queste considerazioni, congiunte ad alcune altre, 
che mi occorse di fare, nello studio di questa teoria 
fondamentale della Geometria, e che indicherò qui ap- 
presso, sono quelle, che mi han fatto concepire l’ idea 
della precedente. 

• • t ; - 
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RIFLESSIONI 


sn.i.A 


TEORIA DELLE PARALLELE 



I. — L’ oggetto principale «li questa teoria essendo 
quello di dimostrare le proprietà, di cui godono le 
rette parallele, rapporto a una secante condotta co- 
munque a traverso delle medesime; — esso si riduce 
a stabilire il teorema II, o II bis , sopra enunciato 
(n‘ 49, 54) ; si è nella dimostrazione di questo teo- 
rema , che consiste adunque tutta la diilìcoltà della 
teoria delle parallele ,• che in ogni tempo ha occu- 
pato la mente dei geometri. 

Difficilissimo essendo il dimostrare direttamente 
questo teorema, si è cercato dai geometri a traspor- 
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tarilo la difficoltà (c solo così si giunse a superarla, 
in modo più o meno esatto); riducendola ad altri 
punti, donde più di leggieri se ne potesse uscir con 
vantaggio: si è di tal modo, che Euclide ne trasportò 
la difficoltà ; riducendola alle condizioni , per cui due 
rette , situate nello stesso piano , devono incontrarsi 
(n° SI , o S9); ciò che però Egli non dimostrò; ma 
richiese gli fosse concesso, formandone un postulato 
di geometria : si è di tal modo che si è ridotta qui 
innanzi (n° 47) la difficoltà alla dimostrazione di- 
retta del teorema: — per impunto fuori di una retta 
non si può condurre che una sola parallela a que- 
sta retta ; — il qual teorema si è posto a modo di 
lemma, a riguardo del teorema U a dimostrarsi: e si 
è infine di tal modo, che altri geometri, posteriori ad 
Euclide, cercarono pure a trasportare la difficoltà, in 
varie maniere ; sebben fecero i più degli inutili 
sforzi per superarla , come dice Lacroix ( Elem. di 
Geom., nota citata al n” 40); essendo pressoché 
tutti caduti in assai grandi lunghezze , o nell' in- 
conveniente di complicare, per dei ragionamenti 
oscuri, delle proposizioni, di cui la prova diretta 
fin estremamente semplice. 

II. — Fu il primo Bertiuxd di Ginevra, che diede 
un carattere di perfezione e di rigore alla teoria delle 
parallele; con dimostrare direttamente il postulalo di 
Euclide ; mediante la considerazione degli spazii inde- 
finiti, separati da tutto il resto del piano, da linee 
rette indefinite ad angolo fra loro, o parallele: e sulle 
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tracciti di lui, altri geometri, come Legendke (*), varia- 
rono poi a piacere siffatte dimostrazioni: ma nacquero 
pure allora di nyove differenze fra i geometri ; non 
volendo altri ammettere la considerazione degli spa- 
zii indefiniti in geometria; e in generale deli' infinito 
nella teoria delle parallele; impugnandola come estra- 
nea alla questione, e soggetta a molti inconvenienti. 

Or sebbene la mia opinione, die discorda affatto 
da quella di questi ultimi geometri , non sia per va- 
lere più che niente, in queste materie; pure non mi 
lascio perciò dal manifestarla , come la sento in me ; 
facendomi anzi a indicare brevemente quelle rifles- 
sioni, che me la fecero abbracciare di preferenza; e 
che possono, se non altro, giustificarmi da questo 
lato, di non aver ciò fatto per servile imitazione, e 
cieca deferenza ai primi ; ma solo per propria intima 
convinzione. 

111. — Da prima che nella teoria delle parallele, si 
voglia escludere la con siderazione dell’ infinito, ella 
mi par cosa non solo contradditoria in se, e colla 
natura stessa di queste linee, ma pur anche impos- 
sibile. Infatti nella stessa definizione delle rette paral- 
lele (n° 44 ) i è compresa l’idea dell’ infinito ; rin- 
venendo essa a dire che due rette sono parallele, 
quando non possono mai incontrarsi, benché prò- 

, » ; i 

(*) Vedi la Memoria di Lrgknvbk, ebe ha per titolo : « Réflrctlons 
sur dlfférenles rnanfèrcs de demonlrer la théorle des pnrallcles ctc.» 
inserita nel tomo XII delle Memorie dell’Accademia Reale delle 
scienze dell' Istituto di Francia, per l'anno I83.’l, 
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Innante entrambe all' infinito; onde sarebbe eoritrnd- 
diceate a questa data definizione delle parallele , il 
voler poi fare totalmente astrazione -dall’in/fmfo nell» 
stabilirne la teoria. 

Ma inoltre ella mi par cosa impossibile; come forse 
apparirà anche agli altri , dietro le seguenti consi- 
derazioni. ■ ’ ■ * -■ „ • • 

Invece di cercare a trasportare la difficoltà , consi- 
deriamola qual essa si presenta nello stesso teore- 
ma II, che si tratta di dimostrare, — nella supposi- 
zione, che nulla siasi ancor stabilito sulla teoria delle 
parallele, daila loro definizione in ftiorl, e dal teore- 
ma 1 ( n" 45 ) , che è lo stesso che quello del n° 22. 

Questo teorema H rinviene alla questione seguente! 

Due rette, situate nello stesso piano, sono 
poste parallele: sì vuote dimostrare , dietro quésta 
sola condizione, che desse tagliate da urta terza, 
riusciranno su questa ugualmente inclinate, nello 
stesso senso. ’ 

Ancora non si conosce alcuna proprietà delle pa± 
rallele, da quella in fuori, compresa nella loro defi- 
nizione, di non mai incontrarsi 4 prolungate pure 
all’ infinito : dunque nella dimostrazione dèi proposto 
teorema, non si potrà altrimenti tener canto dell’u' 1 
nica condizione espressa nel suo enunciato, doè del 
parallelismo delle due rette, se non considerando 
queste appunto come due rette, che mai non si in- 
contrino, prolungate ambedue all’ infinito; altrò ca- 
rattere non avendosi per esprimere in modo equiva- 
lente la stessa condizione. E di tal maniera , come 
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sarà dunque possibile di evitare la considerazione deb 
1’ infinito , in questa circostanza , dove esso è dato 
per l’unica condizione dei teorema che si vuol dimo- 
strare? Non sarebbe egli questo un non tener, conto, 
nella dimostrazione di un teorema, di una condizione 
esenziale espressa nel suo enunciato, e che costitui- 
sce il teorema medesimo; di cui esso è una imme- 
diata conseguenza ? E ciò non è proprio contro il ca- 
rattere dei teoremi di geometria; e contro lo spirito 
delie loro dimostrazioni? Ma si chiederà forse in qual 
modo si possa tener conto, nella presente questione, 
delia condizione dell’ infinito ? Ben qui sta il difficile, 
rispondo, nel farlo d’una conveniente maniera ( ¥ ); ma 
non è meno vero perciò, che non se ne possa pre- 
scindere. E pertanto se prendendo a questo modo la 
questione, si viene quasi a toccar eoa mano l’impos- 

O Secondo i principi! sugli spaili indonnili, stabiliti da I.rgrxdrr, 
nella sua citata Memoria , -*• lo spailo indefinito compreso fra due 
parallele e una secante, da urta parte di Questa (spazio a cui Lk- 
gfjìdrr dà l'appellazione di biangolo), sarebbe trascurabile a fronte 
degli spazil angolari Indonniti , compresi fra I lati degli angoli cor- 
rispondenti, che formano colla secante le parallele dalla stessa parte 
di questa; onde questi spazìi angolari sarebbero come fra loro equi- 
valenti, malgrado che abbiano quel biangolo per differenza; e 
perciò saranno uguali gli angoli corrispondenti, che il comprendono. 

Si vede cosi conte, per la considerazione dell' infinito, si pervenga 
direttamente alla conclusione desiderata, partendo dall'unica con- 
dizione del supposto parallelismo delle due rollo. Ma questo modo 
di dimostrar la cosa, non sarebbe però alia portala del principianti: 
polendo far difficoltà il trascurare quel biangolo a fronte di quelli 
spazi! angolari, perche di questi inflnitninenlc minore, quantunque 
esso pnré trtfinKo. Solo l’ho indicato, come una conferma di quanto 
io vengo di asserire. 
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hilità ili evitare la consideratone dell' infinito nella 
teoria delle parallele; — si spererà egli mai di poterla 
forse evitare, cercando a trasportare la difficoltà, in 
qualunque modo; riducendola alla dimostrazione di- 
retta di altri teoremi , che hanno col principale una 
immediata relazione ; cosichè seguirebbe questo da 
quelli, e viceversa, secondo che venissero o quelli , 
o questo prima dimostrati ? Lo spirito e il carattere 
dei teoremi di geometria ci dovrebbe abbastanza per- 
suadere su questo punto dell’ impossibilità assoluta, 
in qualunque modo si prenda la questione; e la geo- 
metria offre bene a proposito esempi diversi, che 
possono col presente compararsi. 

Infatti si dimostra in Geometria analitica, che il 
problema della trisezion dell’ angolo , o della duplica- 
zion del cubo dipende da un'equazione di 3° grado; 
e si conchiude subito da questo, esser dunque im- 
possibile di sciogliere la questione colla sola linea 
retta, e col circolo, che non danno la soluzione dei 
problemi , oltre al 2° grado ; esser impossibile di per- 
venirvi , in qualunque altra maniera si prenda la que- 
stione, che da quella equazione di 3° grado non di- 
penda. Lo stesso mi pare si possa dire nel caso pre- 
sente: dimostrandosi per una maniera l’impossibilità 
di evitare la considerazione dell’ infinito nella teoria 
delle parallele; e riconoscendosi inoltre esser ciò im- 
possibile per la natura stessa della questione, che si 
tratta ; si dovrà coneliiudere , che pure non sarà mai 
possibile, in qualunque altra maniera si cerchi a 
prendere la questione medesima. 
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E in questa conclusione tanto più sono inclinato a 
convenire, in quanto die vedo non inai di fatto es- 
sersi pervenuti a stabilire d’ una maniera rigorosa 
la teoria delle parallele, se non quando appunto si 
prese a tener conto in questa teoria , della condizione 
dell’ infinito ; come fece Bertrand d’ una maniera tigli- 
rata, per la considerazione degli spazii indefiniti: 
onde sarebbe ragione di indurne , che se per l’ a- 
vanti mai non si ottenne un simile vantaggio, ciò 
dipendeva da che non si teneva allora conto d’ una 
condizione esenziale, di cui non si potea far a meno; 
e che valeva ad esprimere in un modo geometrico, 
quanto solo colle parole si veniva a supporre. E inol- 
tre il non tenerne conto, dipendeva forse da che non 
se ne sapea scorgere bene a fondo la necessità , e 
l’ impossibilità di fare altrimenti , nel modo che co- 
munemente si prendeva la questione; come per es. 
quando si intendeva a dimostrare il postulato di Eu- 
clide; il quale considerato in se, a prima vista non 
si comprende come non possa dimostrarsi senza la 
considerazione dell’ infinito ; ciò che invece appare 
chiaro e manifesto nel modo sopra indicato, rimon- 
tando agli elementi della questione. 

IV. — Convenuti dell’impossibilità di evitare la con- 
siderazione dell’ infinito nella teoria delle parallele, — 
l’oggetto del geometra non dovrà ormai essere altro 
che quello di cercare a presentarla sotto l’aspetto più 
semplice, e più conveniente possibile; trasportando 
pure la difficoltà , come creda meglio : al qual propo- 
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sito non so se io avrò itene adempito coU’immaginata 
dimostrazione di quel teorema, che posi (n° 47) qual 
lemma fondamentale della teoria delle parallele. 

Intorno a ciò giova però avvertire, come non sono 
altrimenti spazii infiniti assoluti quelli che occorre 
di considerare in questa, e in simili circostanze; ma 
sì invece spazii infiniti relativi-, cioè solo infiniti, 
per rapporto ad ogni qualunque quantità finita; men- 
tre essi ammettono poi dei rapporti fluiti qualunque 
fra loro medesimi ; come per es. sarebbero rapporti 
per quoziente, nella dimostrazione di Bertrand del 
postulalo di Euclide; ed invece rapporti per diffe- 
renza in quella esposta al n° 47 : e questa qualità 
di spazii infiniti relativi, si può bene esprimere, 
chiamandoli spazii indefiniti, come sempre innanzi 
si è fatto. « C’est plutòt une étendue actuellement. 
indéfinie (dice Lacroik, nota citata ), qu’ actuellement 
infime, qu’il faut supposer aux plans; » e così che 
fa d’uopo supporre a quelli spazii medesimi sepa- 
rati, da tutto il resto del piano, da linee rette inde- 
finite parallele, 0 ad angolo fra loro. 

V. — Ritornando qui sulla dimostrazione esposta al 
n° 47, avvertirò in che consista lo spirito della me- 
desima. 

L’ ipotesi che si la (e che si vuol quindi dimostrare 
assurda ) è — che le rette D'D, E'E ( fig . 16 ), condotte 
per lo stesso punto C, siano ad un tempo parallele alla 
stessa retta AB: considerando queste rette indefinite in 
ambi i sensi , ne vieti subito di conseguenza , che gli 
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spazii indefiniti AB -D'D, AB- E E siano della stessa 
specie ; cioè determinati da rette parallele tanto 1’ uno 
come l’ altro : donde si vede che l’ ipotesi primitiva 
-r- delle rette D'D, E'E parallele ad AB— rsi cangia su- 
bito in quest’ altra, che — gli spazii indefiniti AB-DD, 
AB -E'E siano della stessa specie ; — e di tal maniera 
sj viene già a tener conto d^lla condizion dell’ infinito. 
Sesta a vedere le conseguenze a cui conduce questa 
supposizione, che gli spazii indefiniti AB -D'D, AB -E'E 
siano della stessa specie: se esse saranno giuste, niun 
dubbio elle }' ipotesi sia giusta ; ma se saranno false , 
falsa pure si dovrà dichiarare l’ ipotesi fatta ; per cui 
detti spazii uon potranno mai essere della stessa specie; 
e quindi se l’uno di essi sia di rette parallele, l’altro 
sarà necessariamente di rette inclinate , che , prolun- 
gate a sufficienza , dovranno incontrarsi. 

Or prima conseguenza di questa ipotesi, che — gli 
spazii indefiniti AB-DD, AB -E'E siano della stessa spe- 
cie, — si è che dessi sarannodunque equivalenti; com- 
ponendosi così ciascuno di uno spazio comune indefi- 
nito AB-E'CD, e di uno spazio indefinito uguale E'GD' 
ed ECD. Ma della stessa maniera — conducendo per un 
punto I di E'E, o meglio di CE, una nuova parallela 
H'H a D'D, che riuscirà pure parallela ad AB, — gli 
spazii indefiniti AB- E'E e AB- U H sarebbero della stessa 
specie, e perciò fra loro equivalenti; componendosi pur 
ciascuno di uno spazio comune indefinito AB-E'IE, 
e di uno spazio indefinito uguale EJH'ed E1H; dunque 
gli spazii indefiniti AB-D'D, AB -H'H sarebbero equiva- 
lenti fra loro, come equivalenti allo stesso AB -E'E; 
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conclusione manifestamente falsa : dunque è falsa l’ ipo- 
tesi che i primi spazii indefiniti AB-D'D, AB-E'E siano 
della stessa specie; dunque essi saranno di specie diffe- 
rente; e perciò se l’uno di rette parallele, l’altro sarà di 
rette inclinate; e quindi impossibile che pel punto G si 
possa mai condurre più d’ una sola parallela ad AB. 

È da osservarsi come questa dimostrazione si fondi 
tutta esenzialmente sulla data definizione delle rette 
parallele ; della cui proprietà di non mai incontrarsi , 
fassi qui un uso continuo. 

Però di tutta la discussione precedente, sarebbe forse 
meglio farne a meno , nell’ esposizione di tale dimostra- 
zione a principianti ; bastando la falsità della conclu- 
sione a cui si perviene, per doverne subito indurre 
quella dell’ipotesi fatta (*). 

VI. — Nell’ oggetto che solo , a mio parere , deve 
ormai prefiggersi il geometra nella teoria delle paral- 


(*} rondandosi sulla considerazione degli spaili indefiniti della situa 
specie, sl^otrebbc direttamente dimostrare quest'auro teorema: 

Due rette [AB, CD] parallele a una tersa [ EF]. sono parallele 
fra loro. 

Infatti gli. spazii Indefiniti AB-EF, CD-EF essendo per ipotesi della 
stessa specie, cioè di rette parallele tanto l’uno come I’ altro, — lo 
spazio Indefinito AB-CD, che è la loro differenza, o la loro somma, 
sarà pur necessariamente della stessa specie di quelli , e perciò di 
rette parallele; onde AB e CD saranno parallele. — 

DI questo teorema cosi dimostrato si potrebbe allora far fonda- 
mento della teoria delle parallele; conchiudendosi immediatamente 
da esso quello del n° *6. Cerò onde ammettere questa dimostra- 
zione, sarebbe necessario entrare in qualche discussione sulla na- 
tura degli spazii Indefiniti della stessa specie, o di specie differente. 
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Ideali cercare a preseli lare la considerazione dell’ n»- 
finito, sotto l’aspetto più semplice, e più conveniente 
possibile, — altre idee, mi furono suggerite da’ miei 
studii, dalle quali si potrebbe forse trarre utile partito: 
sebben qui non mi ardisca proporle in modo assoluto ; 
solo limitandomi a indicarle piuttosto come mezzi ido- 
nei a far ben sentire la verità della cosa, che a dimo- 
strarla rigorosamente. 

Oltre P idea dell’ infinito, chesi è veduto esser com- 
presa nella definizione stessa delle rette parallele, una 
altra idea pure vi è compresa ad un tempo , cioè 
quella della loro nulla inclinazione, ossia del loro 
angolo zero ; il quale è pure un infinito d’ altra spe- 
cie; dicendosi che nullo è l’ angolo di due rette paral- 
lele, e nulla, la loro inclinazione. Considerandosi il 
caso delle rette parallele come un particolare fra quelli 
delle rette inclinate sotto angoli qualunque , — se per- 
ciò si estendano al primo i teoremi generali, che si hanno 
rapporto ai secondi, niente di più facile allora che di- 
mostrare tutta la teoria delle parallele ; conchiudendosi 
immediatamente tutti i suoi teoremi più fondamentali, 
da quelli stabiliti nella teoria delle perpendicolari e 
delle oblique, qui innanzi esposta. Vediamo ciò breve- 
mente; lasciando poi agii altri il giudicare del merito, 
e del valore di queste dimostrazioni. 

11 teorema del n° 47 si conchiude immediatamente , 
come caso particolare, da quello del n°2|. Infatti due 
retto, condotte per uno stesso punto, parallele a una 
terza retta, sarebbero come due rette, condotto per 
quel punto, ugualmente inclinate, nello stosso senso, 

i* 
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sopra quella tenta retta; il che è impossibile (n°21): 
dunque pure impossibile, che per un punto fuori di 
una retta , si possa mai condurre a questa più d’ una 
sola parallela. 

Il teorema del n° 48 segue pure direttamente da 
quello del n° 22 '• poiché due rette parallele a una terza, 
sono come due rette ugualmente inclinate, nello stesso 
senso, sopra quella terza; ond’esse saranno fra loro 
parallele (n‘ 22, 45)- Dunque due parallele a una 
terza, sono parallele fra loro. 

11 teorema del n° 49 si conchiuderebbe pure proce- 
dendo dapprima come ivi si è fatto; ma dicendo in fine: 
la prima proposta parallela, e la nuova parallela per 
costruzione , sarebbero come due rette , condotte per 
uno stesso punto, ed ugualmente inclinate, nello stesso 
senso, sopra una stessa retta (la seconda parallela pro- 
posta); il cl»e è impossibile (n° 21 )• Dunque ece. 

Se la secante sia perpendicolare all’ una delle pro- 
poste parallele (n°56), si conchiuderà direttamente 
che sarà pure perpendicolare all’ altTa, ragionando 
come segue. 

Si consideri quest’ altra come composta di due rette 
distinte , attorno al suo punto di divisione segnato dalla 
secante: queste due rette distinte essendo ad un tempo 
parallele alla prima parallela proposta , esse sono come 
due rette, condotte dall’ una e l’altra parte della per- 
pendicolare , et! ugualmente inclinate alla sottoposta : 
dunque esse saranno pure ugualmente inclinate alla 
perpendicolare (n“ 16); ossia che gli angoli ivi adia- 
centi saranno uguali fra loro; e perciò retto ciascuno: 
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onde la secante condotta perpendicolare all’ una , sarà 
pure perpendicolare all’altra proposta parallela. 

Il teorema infine del n" 51 , che rinviene al postu- 
lato di Euclide, si dimostrerà direttamente come segue, 
per la considerazione dell’ angolo zero. 

Pel punto H ( fig. 1 7 ) d’ intersezione della CO colla 
EF, si conduca una nuova retta, che dirò HI, la qual 
faccia l’angolo FH1=FGB (supposto, come in figura, 
FHD>FGB);ed un’altra retta, che dirò HL, perpendi- 
colare sopra AB. Le due rette HO e HI sono come due 
oblique, condotte pel punto H della perpendicolare HL, 
e disugualmente inclinate su questa perpendicolare ; 
dunque esse saranno (n° 14) pure disugualmente incli- 
nate sulla sottoposta AB ; e la HO , che fa colla HL un 
angolo DHL < HIL , farà colla sottoposta AB un angolo 
maggiore di quello che vi faccia la III. Ma questa, pel 
n° 45 , essendo parallela ad AB, vi fa un angolo zero’ 
dunque la HD farà con AB un angolo maggiore di zero , 
ossia un angolo finito ; e perciò le rette CD e AB , pro- 
lungate a sufficienza, si incontreranno in un punto co- 
mune. Inoltre questo punto d’ incontro avrà luogo da 
quella parte della secante EF, da cui l’angolo esterno 
FHD> dell’interno suo corrispondente FGB; ossia da 
quella parte, dove la somma degli angoli interni BGH 
-1-DHG<2 retti. 

Si può rendere la cosa anche più sensibile immagi- 
nando condotte nell’angolo DUI quante rette si vogliono; 
le quali tutte riuscendo inclinate sulla perpendicolare 
HL d’ angoli successivamente maggiori , dovranno ri- 
sultare inclinate sulla sottoposta AB d’angoli successi- 


Digitized by Google 



«0 

vamente minori : onde sarebbe assordo supporre òhe 
la HD potesse essere inclinata d’un angolo zero sopra 
AB, se tante altre rette ancora vi dovranno fare degli 
angoli di quello minori, i quali altrimenti sarebbero 
minori di zero : dunque le rette HD e AB non potranno 
mai essere parallele; e perciò, prolungate a sufficienza 
dovranno incontrarsi (*). 

Di questo teorema così dimostrato si potrà allora far 
fondamento della teoria delle parallele; come si po- 
trebbe fare di ogni altro qualunque dei precedenti. 

Del resto non aggiungerò una parola in difesa di 
queste indicate dimostrazioni ; se non solo per avver- 
tire come l’idea dell’ angolo zero sia forse per riuscire 

C) Indicherò qui un altro modo di dimostrar la cosa . facendo 
uso della condizion dell’infinito; nella considerazione dell' inanità 
lunghezza , a cut si può prolungare la retta HI , senza mai Incon- 
trare la sua parallela AB. 

SI supponga che si vaglia coniare la distanza del punto (Isso H 
alla reità fissa AB, sulle direzioni delle differenti oblique, che si 
possono condurre dal punto H ad AB. Quetle distanze variabili sa- 
ranno tanto minori, guanto minori saran gli angoli delle loro di- 
rezioni colta perpendicolare HL ( n° 14 ) : dunque la distanza del 
punto H alla retta AB, contata sulla direzione HD, sarà distinta- 
mente minore di quella contata sulla direzione HI. Or questa è in- 
finita; perchè HI è per costruzione parallela ad AB (n° 45); dun- 
que la prima sarà una distanza finita ; e perciò 1ID prolungata do- 
rrà Incontrare AB. 

Altrimenti condotte nell'angolo DHI quante più rette si voglio- 
no, — le distanze del punto H alla retta AB contate su queste nuove 
direzioni, saranno tanto maggiori, quanto più si dlscostnno dalla 
perpendicolare 1IL , e perciò dalla I1D : onde sarebbe assurdo li 
supporre che la distanza contata sopra UD potesse essere infinita , 
se tante altre ve ne debbono ancora essere maggiori di quella : 
dunque HD non potrà mal essere parallela ad AB ; e perciò prolun- 
gate queste rette a sufficienza, dovranno incontrarsi. 
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più semplice a’ principianti, t-be non l’ idea dell’ infi- 
nito, nella considerazione degli spazii indefiniti: ma 
non si dee per altro dissimulare come siffatte di- 
mostrazioni medesime sono pur tutte fondate sopra 
una concessione, di cui fin d’uopo prima convenire; 
cioè di ammettere per estesi al caso delle rette paral- 
lele, considerate come rette inclinate fra loro sotto un 
angolo zero , i teoremi generali stabiliti a riguardo delle 
rette inclinate sotto angoli finiti qualunque. 

VII. — Qualsiasi il irrito delle ultime esposte di- 
mostrazioni, esse almeno non fanno che vieppiù ma- 
nifestare il vantaggio della nuova immaginata teoria 
delle perpendicolari e delle oblique. Questo vantaggio 
si rileva ancor bene dalla data teoria delle parallele 
(n° 44, e seguenti); che tutta si viene a stabilire 
d’ una maniera assai semplice, indipendentemente 
dalla teoria dei triangoli uguali; alla quale perciò 
si potrà sempre premettere; seguendo in ciò il sistema 
dei più moderni autori; col quale d’ altronde conviene 
perfettamente la mia opinione ; sebbene io abbia fatto il 
contrario in questa Memoria. E invero si è osservato 
(n° 43) come la teoria dei triangoli uguali non possa 
dirsi completamente dimostrata, se non si dà ragione 
della condizione elle — fra i tre dati elementi uguali 
dei due triangoli , che si paragonano, vi sia almeno 
un lato di ciascuno; — ciò che non può farsi senza 
il teorema sulla somma dei tre angoli d’un triangolo 
qualunque; il quale si dimostra assai bene per la teoria 
delle parallele. 
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Alcuni geometri hanno tentato di dimostrare diretta- 
mente questo teorema, senza l’ajuto delle parallele; 
ma è forza convenire aver fatti pure degli inutili sforzi: 
essendo questo teorema della stessa difficoltà a dimo- 
strarsi, ehe quello delle parallele; del che per convin- 
cersi, basti sapere, come da esso possa dedursi tutta la 
teoria delle parallele senza la considerazion àeW infinito. 

Legekdhe, che molto e indefessamente si occupò della 
dimostrazione di questo teorema ( come si può vedere 
nella sua citala Memoria ), propose del medesimo di- 
verse dimostrazioni; alle quq^i, a dir vero, nonsijmò 
negare tutta l’ ingegnosità , e 1’ eleganza; ma son ben 
lungi (io credo) dall’ adempiere alio scopo, che si avea 
prefisso, di semplificare la teoria delle parallele, me- 
diante l’uso di tale teorema. Fra tutte queste però ne 
ebbi ad avvertire una, in quella sua Memoria, la quale 
mi sembrerebbe al certo la più semplice, e la più con- 
veniente a seguirsi, quando la si volesse premettere 
alia teoria delle parallele : essa è quella, eh’ io vado ad 
esporre alquanto modificata a mio modo. 

Essendo ABC (fig. 25) il triangolo proposto, si pro- 
lunghino i suoi lati indefinitamente , ciascuno nel senso 
del suo successivo, come si vede in figura: sarà la 
somma dei sci angoli A,B,C, CBD, ACE, BAF uguale 
a sei retti : or si vuol provare che la somma dei tre 
angoli esterni CBD, ACE, BAF sarà sempre uguale a 
quattro retti; per cui resterà la somma dei tre angoli 
interni A, B, C uguale a due retti. 

Si considerino gli spazii indefiniti DBE, ECF, PAD, 
separali da lutto il resto del piano dai lati indefiniti dei 
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tre angeli esterni DBG, EGA, FAB: la somma di questi 
angoli non potrà esser maggiore di quattro retti; per- 
chè solo quattro retti, riuniti allo stesso punto, occu- 
perebbero tutta 1’ area del piano indefinito; mentre 
quelli pel loro insieme, ossia gli spazii corrispondenti 
non valgono pure a occupare tutta quest’area indefinita 
del piano ; mancandovi ancor sempre quella del triangolo 
ABC. Ma inoltre la somma degli stessi tre angoli esterni • 
non potrà mai esser minore di quattro retti: poiché se 
fosse l’angolo M il complemento di questa somma a 
quattro retti, — sarebbe -pure l’area di quest’ angolo M 
il complemento della somma dei tre spazii indefiniti 
DBE , ECF, FAD, a tutta l’area del piano indefinito, il 
quale complemento è per se d’altronde l’area del trian- 
golo ABC; onde dovrebbe essere quest’area finita ABC 
equivalente all’area indefinita dell’ angolo M; il che è 
impossibile. Dunque la somma dei tre angoli esterni 
CBD, ACE, BAF non potendo essere maggiore nè mi- 
nore di quattro retti, sarà esattamente uguale a quattro 
retti ; e perciò , tolta essa da sei retti, resterà la somma 
dei tre angoli interni A, B,C, del triangolo ABC, uguale 
a due retti (*). 

Ma si può prendere ancora la questione in altro 
modo, per cui la considerazione degli spazii indefiniti 
sarebbe ridotta a ben poco. 


(*) Collo slesso metodo si può dimostrare esser Ja somma degli 
angoli esterni d'un poligono qualunque sempre uguale a quattro 
retti; da che si deduce la somma degli angoli interni = « (n — *) 
retti , essendo n il numero dei lati. 
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Gli sforai di Legendre arrivarono a dimostrare d’ una 
maniera geometrica , che la somma dei tre angoli A , B , C 
d’ un triangolo qualunque ABC non può esser mag- 
giore di due retti; ciò che può vedersi nella sua più 
volte citata Memoria alla ‘proposizione distinta colla 
lettera A : ma tutta la difficoltà sta ancora nel dimostrare 
come la stessa somma non possa esser minore di due 
retti ; difficoltà , che dovette Legendre conoscere per 
prova quanto sia grande a superarsi con mezzi pura- 
mente geometrici. Or questo che riesce sommamente 
difficile a dimostrarsi, alla maniera che si voleva da 
Legendre, riesce invece estremamente facile a conchiu- 
dersi , quasi all’ evidenza , per la considerazione degli 
spazii indefiniti compresi fra ilati dei tre angoli esterni, 
che risultano, prolungando indefinitamente ciascun lato 
del triangolo ABC nel senso del suo successivo; come 
sopra si è indicato, infatti la somma dei tre angoli 
esterni, e dei tre angoli interni equivalendo a sei retti, 
— se si supponesse che la somma dei tre interni fosse 
minóre di due retti, — ne verrebbe che la somma dei 
tre angoli esterni sarebbe allora maggiore di quattro 
retti; il che non può essere; perchè solo quattro retti 
occupando tutta l’area del piano indefinito, quei tre an- 
goli esterni non vengono pure a occupare questa; man- 
candovi ancor qualche cosa , 1’ area del triangolo ABC : 
dunque la somma dei tre angoli interni A, B, C non 
potrà mai esser minore di due retti. E siccome in virtù 
della su indicata proposizione A , essa non può di già 
essere maggiore di due retti; la stessa somma sarà 
adunque esattamente uguale a due angoli retti. 
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A questo modo mi pare che si potrebbe dimostrare 
il teorema sulla somma dei tre angoli del triangolo, 
con sufficiente chiarezza, semplicità, e rigore; quando 
si volesse premettere alla teoria delle parallele: ma 
però siccome questo metodo sarebbe pure un trasporto 
della difficoltà di questa teoria, con di più lo svantaggio 
di venirne ad occultare la sede naturale, così mai io 
non lo crederei conveniente a seguirsi , in un trattato 
di Elementi di Geometria. 

Inoltre, se per le addotte ragioni, già converrebbe 
posporre la teoria dei triangoli uguali a quella delle pa- 
rallele, io opinerei di posporla ancora ad altre teorie, 
come fu praticato da alcuni autori ; ciò sembrandomi 
che più si accordi con una ben' intesa classificazione 
delle diverse materie , che sono d’ appartenenza della 
Geometria elementare. Giudico qui a proposito di in- 
dicare brevemente il piano generale d’ un nuovo trat- 
tato di Elementi , che secondo il mio modo di vedere 
mi sembrerebbe assai logico, e bene inteso. 

Io dividerei, come al solito, tutta la geometria ele- 
mentare in due grandi parti; delle quali nella prima 
si comprendano le materie appartenenti alla geome- 
tria piana ; nella seconda le materie appartenenti 
alla geometria solida [espressioni usate per brevità 
di discorso, benché non molto proprie in se stesse]. 
Ciascuna parte la dividerei in quattro capi distinti, 
de’ quali ecco l’ oggetto di ciascuno in particolare. 
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Capo I. — Relazioni di posizione delle linee in un 
piano : — 

in cui si tratti — delie rette che si tagliano; — delle 
perpendicolari e delie oblique; — delle parallele; — 
delle rette col circolo; — 'dei circoli fra loro; — ed in 
un ultimo paragrafo — della misura degli angoli per 
mezzo di archi di circolo dello stesso raggio. — 

Sarà facil vedere in vero come tutte le proposi- 
zioni che occorrerdhno di dimostrarsi in questo Ca- 
po I, siano appunto tutte proposizioni dipendenti dalla 
posizione relativa delle linee, che si considerano: 
donde risultano poi le figure piane propriamente dette. 

Capo II. — Relazioni d’uguaglianza e n ’ equivalenza 

DELLE FIGURE PIANE : 

in cui si tratti — .dei triangoli uguali; — dei poligoni 
uguali; — e per seguito si espongano tutte quelle pro- 
posizioni di geometria pura , che si possono dimo- 
strare coi semplici principi! d’uguaglianza dei trian- 
goli ; come sono i casi più semplici d’equivalenza dei 
parallelogrammi, dei triangoli, dei trapezii ecc.; — 
il teorema di Pitagora ; — e più generalmente quei 
teoremi che formano l’oggetto della 1° e 2 1 parte della 
mia pubblicata Memoria sui rapporti delle figure. — 

Capo Ili. — Relazioni di quantità delle linee; e simi- 
litudine DELLE FIGURE PIANE! •— 

in cui si tratti — delle rette proporzionali ; — dei 
triangoli simili (esponendo tutti quei teoremi generali 
dimostrati nella mia Memoria sui triangoli simili ); — 
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dei poligoni simili ; — della misura della circonferenza 
del circolo. — 

Capo IV. — Relazioni di quantità delle aree delle 

FIGURE PIANE : 

in cui si tratti — dei rapporti generali , e della mi- 
sura delle aree delle figure rettilinee, e del circolo; 
dei rapporti delle aree delle figure piane simili fra 
loro: — facendo a suo luogo avvertire la corrispon- 
denza immediata di alcune proposizioni generali di- 
mostrate nei due capi precedenti. — 

Capo V. — Relazioni di posizione delle linee e delle 

SUPERFICIE NELLO SPAZIO: 

in cui si tratti — delle rette, e dei piani perpendicolari, 
obliqui, e paralleli nello spazio; — degli angoli soli- 
di; — dei piani edile superficie sferiche, cilindriche, 
e coniche ; — di queste superficie fra di loro ; — ecc. 

Capo VI. — Relazioni d’ uguaglianza e d’ equivalenza 

DELLE FIGURE SOLIDE: 

in cui si tratti — dell’uguaglianza dei prismi, delle 
piramidi, ecc.; — esponendo per seguito tutte quelle 
proposizioni di geometria pura, che riguardano i casi 
più semplici d’equivalenza di queste ed altre figure 
solide. — 

Capo VII. — Relazioni di quantità delle superficie 

DELLE FIGURE SOLIDE; E SIMILITUDINE DI QUESTE FIGURE: 

in cui si tratti — della misura delle superficie delle 
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ligure solide comprese fra piani; — delle superficie 
delle sfere , dei triangoli sferici , dei cilindri , dei coni , 
ecc. — e dei casi di similitudine di tali figure solide. — 

Capo Vili. — Relazioni ni quantità dei volumi delle 

FIGURE SOLIDE : 

in cui si tratti — dei rapporti generali, e della misura 
dei volumi delle principali figure solide; — dei rap- 
porti dei volumi di queste figure, nei casi di loro 
similitudine ; — ecc. 

Non entrerò in maggiori dettagli su questo propo- 
sito ; ciò che non potrei fare senza dilungarmi di 
troppo dal mio oggetto principale: onde tacerò per 
intiero delle viste diverse, secondo le quali avrei poi 
in pensiero di condurre un tale trattato di elementi 
di geometria ; quale è per me in votis di comporre 
un giorno; se mai avrò modo di realizzare questo 
mio disegno. 


'l 

VP P. Casimiio Muraglia Rei>, Ecel. 
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F. per la tlatnjxi 

C. P. Verceli.one Rev, per la Grande Cancelleria 
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